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1. LINJARA SYSTEM AV ODE
Lat
xi(t)
x0)=|
xu (1)
vara en funktion R — R” samt
ay(t) ... aw(t)
Alr) = oo

ani(t) ... an(t)

en n X n-matris, vars element ir kontinuerliga funktioner.

Definition 1. E1z linjcrt homogent system dr av formen

(1) x(t) = A(t)x(1).
Ett linjdrt inhomogent system dr av formen
(2) x(t) =A(t)x(r) +b(z)

diir b(t) dr en given vektorfunktion R — R".

Sats 1 (Huvudsats for linjira system). Lir £L = {x € C';X/(t) = A(1)x(¢)} vara méingden
av losningar till (1). Da gdller

a) L dr ett linjdrt rum
b) dmL =n

Bevis: a) lat x1, X, € L. Da fas om w = ¢1X; + ¢Xo,
W =c1X] + x5 = c1AX| + Ay = A(c1X) + X)) = W =Aw=w € L.

b) Late;,...,e, vara en bas i R,,. Enligt existenssatsen finns en entydig 16sning till begynnel-
sevirdesproblemet

X = Ax
3) {X(O) -
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for varje i = 1,...,n. Kalla 16sningen till (3) for w;(z).
Past: wy,...,w, utgor en bas for L.

Vi maste visa att

1) wy,...,w, dr linjdrt oberoende och
2) Wi,..., W, spanner upp L.

1) Antag att c;w(f) + ...+ c,w,(t) = 0 for alla r. Speciellt dr for r =0 cje; + ... +
cne, =0. Men eq,. .., e, dr linjirt oberoende vilket ger att ¢; = ... = ¢, = 0. Alltsa &r
Wi, ..., W, linjirt oberoende.

2) Latx'(t = A(¢)x(t)). Det finns tal oy, ..., 0, si att x(0) = o€ + ...+ o,e,. Vi sétter
y(t) = x(¢) —oywy () — - — o, W, (¢). DA giller (enligt a) i satsen) att y'(t) = A(t)y(z)

samt y(0) = 0. Men da foljer av entydighetssatsen for 16sningar till begynnelsevirdes-
problemet att y(¢) = O for alla 7. Alltsa dr x(¢) = oy wy(¢) + -+ - + 0, W, (¢), vilket visar
2). Didrmed idr b) bevisad.

Definition 2. En bas wy,...,w, i L kallas ett fundamentalsystem #ill ().

Sats 2 (Struktursats f6r 16sningar till (2)). Varje losning till (2) dr av formen

@ (1) = Xu (1) +xp(0), dr
xy (1) dir en losning till (1) och Xp(t) dr en fix ldsning till (2) (partikulédrlosning).

Bevis: Varje x av formen (4) &r en 16sning till (2) ty
X =X} +xp =Axy +Axp+b=A(xy +xp) +b =Ax+b.
Omviént, 1at xp vara en fix 16sning till (2) och x en godtycklig annan 16sning. Da blir
(x—xp) =x'—xp =Ax+b — (Axp+b) = A(x —xp)

dvs (x —xp) dr en 16sning xg till (1). Alltsa foljer att X = xpy + Xp.

COOOOOOOOOOOOO0

Lat wy, ..., w, vara ett fundamentalsystem av 16sningar till (1) sddant att
w,-(O):e,-, izl,...,n,
ddr ey,...,e, dr standardbasen i R,,. Lat ®(¢r) vara den n x n-matris vars kolonner utgors av

Wi,..., Wy,

) q)(t): Wi ... W,
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Denna matris kallas en fundamentalmatris till (1). Eftersom kolonnerna 4r linjért oberoende sa
har ®(¢) rang = n oberoende av 7, dvs ®(¢) dr inverterbar for varje 7. Vidare ser man

Al wi ... w,
| |

dér den sista produkten dr en matrisprodukt. Vidare dr

®0)=1| e ... e | =E enhetsmatris
| |
®(r) uppfyller saledes
©) () = A@)DP(r)
®0) = E

Om man har funnit en 16sning till (6) sa har vi ocksa fullstdndigt 16st (1). Lat ndmligen

cl

c=|
Cn

vara en vektor i R". Sitt x(r) = ®(r)c. Det foljer att
X(t) =@ (t)e =A(t)D(t)e = A(t)x(¢)
samt
x(0) =®(0)c =Ec=c,

dvs x(¢) dr en 16sning till (1) med begynnelsevirde c.

COO QOO OCOOOOOOO0

2. VARIATION AV PARAMETRAR

Antag att vi vill 16sa (2)
x(t) =A(1)x(t) +b(r)
samt att vi redan har 16st
x(t) = A(1)x(r)
fullstindigt. Vi kdnner da en fundamentalmatris ®(¢) till (1) och den allménna l6sningen till
(1) ar av formen

(7 X (1) = d(f)e
dér ¢ dr en godtycklig vektor i R". Vi ansitter nu en 16sning till (2) av formen

(®) x() = ®(t)e(r)
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ddr ¢(r) dr en sokt vektorfunktion. Vi far

X (1) = D (t)e(t)+P(1)c (1)
= A(t)®D(t)e(t) +P(r)c/ ()
= A(t)x(t) + () (2).

(r)

alltsa inverterbar, och vi far

Integration ger
t
c(t) = c—l—/ ®(s)"'b(s)ds, ¢ konstant

Inséttning i (8) ger sedan att
t
x(1) = B(1)e+ (1) / ®(s)"'b(s)ds

vilket dr den allménna 16sningen till (2).

LR R R AR R R R R I I R R

3. LINJARA SYSTEM MED KONSTANTA KOEFFICIENTER

Om
ayly ... Qaip

A:
apl ... App

dr en konstant matris sdges (2) ha konstanta koefficienter. Betrakta

x = Ax
©) {X(O) = c

didr A dr en konstant matris. Detta system dr ekvivalent med

t
x(1) = ¢+ / Ax(s)ds.
0
Picards metod med successiv approximation ger foljden

Xo(t) [
X|(t) = c+tAc=(E+tA)c

1?A? 12A?
Xz(t) = C+tAC+Tc:(E+tA+T)C

AN n tkAk
X,(t) = c+tAc+...+ = </§6k!>c

Nir n — oo konvergerar detta mot en 16sning x(¢) = ®(¢)c dir ®(z) dr en fundamentalmatris
till (9). Formellt blir alltsa

I analogi med MacLaurin-utvecklingen av " kan vi alltsd skriva fundamentalmatrisen

(10) ®(1) =



Man kan visa att denna funktion har de vanliga egenskaperna hos en exp-funktion

A A — e(tJrs)A

M = E

( etA)n — emA

( etA ) -1 _ eftA
(men ¢ e'® = "*B) giller i allménhet bara om AB = BA). Den allméinna I6sningen till (9)
kan nu skrivas

(11) x(t)=é"%¢, ccR"

COOOOOOOOOOOOOO

4. BERAKNING AV &4

Vi borjar med ett enkelt fall di man kan beriikna ¢’ direkt ur potensseriedefinitionen. Antag
att A ar en diagonalmatris

A O 0

0 A 0
A:diag(kl,kz,...,kn): .

0 0 Ao

Potenserna av denna matris ar ldtta att berdkna

AR =diag(W AL, oAb, k=0,1,2,...

Da foljer att
M0 .0
< hpk o = kok > hpk 0 & ... 0
tA __ q; ™M LM n\ __
¢ _dlag(z PP YRR My )_ : :
k=0 k=0 k=0 :
0 0 M

Nu antar vi att A dr diagonaliserbar, dvs att det finns en diagonalmatris D och en inverter-
bar matris P si att A = PDP~!. (Hir ir di elementen i D:s diagonal egenvirdena for A, och
kolonnerna i P dr motsvarande egenvektorer.) Potenserna av A kan skrivas om pa foljande sitt

A* = (pDP~Y(PDP7Y)...(PDP!)
=PD(P'P)D(P'P)---(P"'P)DP"' = PDD---DP"' = PD'P".

Beriikningen av ¢/ gar da till s hir

i _ k;)]i‘Ak =Y GPDiP = P(k_oltjDk>P_] — PP,
20 0 0 0 0 0
Exempel 1. Om A = 8 (1) _03 8 , sa blir ¢4 = 8 %t 693, 8
00 0 O 0 0 0 1
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Exempel 2. Beriikna ¢4 di A = (% é)

Losning: Matrisen dr symmetrisk, sa man vet att den dr diagonaliserbar och att transforma-
tionsmatrisen P kan till och med viljas ortogonal. Karakteristiska ekvationen for A dr A% —
4X+3 = 0 och egenvirdena &r alltsd A; = 1, A, = 3. Motsvarande egenvektorer kan tas som
up = (1,—1)/v2, up = (1,1)//2. Om P har dessa vektorer som kolonner blir P~ = P, Vi
far

/1 1\ o) 1 (1 -1
tA tDpl .~ I
= (46 8) sl )

R A A WA T A B A AU A e AN A A
T2l ) 1) T e ey ) T2\ )T

1 1 -2
Exempel 3. Samma uppgiftforA={ 2 0 -2
-2 2 1

Losning: Matrisen har egenviérdena 2, 1, —1. Eftersom den har tre skilda egenvérden 4r den sé-
kert diagonaliserbar. Egenvektorer dr u; = (1,1,0), up = (2.2.1), u3 = (1,0, 1). Man far (kon-
trollera rikningarna)

2t

1 21\ /% 0 0 2 -1 2
A—plpt=[1 2 0 0 ¢ 0 -1 1 1
01 1 0 0 ¢! 1 -1 0

2 -1 -2 -2 22 1 -1 0

=2 -1 =2|+[-2 2 2]+e"{0 0 O

0 0 0 -1 1 1 1 -1 0

Exempel 4. Ett exempel pa en icke-diagonaliserbar matris ges av A = (g 7{) . Om vi rdknar

ut nagra potenser finner vi
Ar oA A 3 ) AE !
A2:<0 7&)’ A3:<0 79)’ allmint Ak:<0 7J<>'

(Den sista formeln kan man bekrifta med ett induktionsbevis.) Man far da
JA i ﬁ A ! _ Mot
Zr\o A 0 M)
I rikningarna anvidnder man att

k?\,k 1 i

oo o k+tl

ok
S SR ARVIY!

Som exempel 4 visar, kan det bli ganska krangligt om A har multipla egenvirden. Vi avstar i
denna framstillning fran att behandla detta fall fullstindigt och hinvisar till mer djuplodande
litteratur. Diremot tar vi med ett exempel pa hur det kan ga ndr man har komplexa egenvérden.
Forst paminner vi om Eulers formler:

ib | —ib

. . e’ +e
b — cosb+isinb cosb= —
b —ib

_ .. ) e’ —e
e " = cosh—isinb sinb= —

i

och formlerna

—i=~, e =¢"cosb+isinb).
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Exempel 5. Lat A = < 0 1). Egenvirdena dr +i. Motsvarande egenvektorer bestdms. For

-1 0
A =i far vi ekvationssystemet
0

—i 10N1i
-1 —-1{0 0 0]0

och pa liknande sitt finner vi up, = (i,1). Vi far

(i o Li 1N e (e 0
P—<1 1)’ P —2<—i 1)’ ¢ _P<o )P
(e re™  —ie"+ie™™\ [ cost sint
T2 \ie —iem™ ety ) \—sint cost)’
I mer komplicerade fall &n s& hir gor man klokt i att anlita riknehjidlpmedel (Maple, Derive
etc.). For den intresserade antyds hir dock, utan bevis, en mer djupsinnig metod som ibland
kan anvindas

Vi ska nu se hur man kan beréikna f(A) i det fall da f &r en analytisk funktion. For beviset hin-
visas till ldrobdcker i funktionalanalys. Lat A vara en n x n-matris med karakteristisk ekvation

) med en 16sning  u; = (—i,1)

(12) p(A) =det(A—AE) =0.

Denna har n st rotter. Antag att dessa &r Ay, ..., A, med multiplicitet my, ..., my respektive (ddr
det giller att m; + ... 4+ my = n). For att beréikna f(A) ansitter vi ett polynom

(13) g(l):co—i—cﬁw—...—i—cn_]k"*l

av grad n — 1. Koefficienterna cy, .. .,c,—; bestims av att funktionen f(A) — g(A) skall ha noll-
stillen Aq, ..., A med multiplicitet my,...,m;. Detta bestimmer koefficienterna entydigt. Ma-

trisen f(A) ges nu av polynomet g(A), dvs
flA)=g(A) =coE+clA+... +cp AT

Exempel 6. A = ( é % ) =p(A) =

1-A 2 N Moo= —1
2 1-A A 3

A= —Inolistille till f(A)—g(A) = e '=co—c;
A =3nollstille till f(A)—g(A) = ¥ =co+3c;

varur fas
cl =

och vi far till slut

1 0 1 2
& = coE+clA:co<0 1>+c1<2 1)

1

_ cot+ecr 2 _ 2
2c co+cy 1

2

Exempel 7. A = ( 0 1 ) . Beriikna ¢4, Hir viljer vi f(A) = ¢'*. Detta ger att

-1 0

a1 Moo=
p<’“>—‘—1 —x‘é’{x; _ L
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Ansitt g(A) = co + c1A. Detta ger

1.
M=1 = e'=coteii @ = E(elt+e ") = cost
—i .=
Mm=-1 = BIIZCO—CU} 1 it _it .
= 5(6 —e ") = sint

C c cost  sint
=l =cp+cA= 0 ) = . .
—Cc1 ¢ —sint cost

Exempel 8. A = < (1) i >.ber'akna A0 Vi viljer f(A) = A1,

p(A) = ‘ lak 117L ‘ = A1 = A, = 1 (dubbelrot).

Ansitt g(A) = co+c1A. A = 1 dubbelrot till MO o — i ger

1 =co+c co = —99
{100 - g :{cl — 100

vilket ger att

100 __ _( co+ci c (1 100
A _C°E+61A_< 0 c0+c1)_(0 1)

LR R R R IR R R R I I R R R

5. WRONSKI-DETERMINANTEN
Lat wy, ..., w, vara ett fundamentalsystem till (1). Sitt
W(t) = det®(r) = det(wy,...,w,).

Denna determinant kallas Wronski-determinanten till fundamentalsystemet wy, ..., w,.

Sats 3 (Liouvilles formel). Det gdller

(14) W (1) = W (tg) o AW 4s déir
trA(t) = ay1(t) +axn(t) + ... + an(t) dr det sa kallade sparet (eng trace) till matrisen
A(r).

Bevis: Derivatan av en determinant fas med hjilp av regeln for derivering av en produkt till

/ /
Wi Wi .. Wy W/]l W/Zl oo Wit wir W21 ... Wyl

Win Wop oo Win Win Wop oo Wan Wln Wzn e Wrm



dér
Wil
W; =
Win

Om vi betraktar den k:e komponenten av ekvationen w: = Aw; ser vi att

n
/ .
Wik = Z ag JWij.

J=1
Detta ger att
n
/ / = akj
Wi .- Whk = wij o ... Wyj | < radk
Win .. Wan Win .. Win

Om j # k sé dr determinanten = 0 ty tva rader &r lika.
Om j = k sa ér determinanten W (7).
Detta ger insatt i ekvationen ovan

W (1) = an ()W () +axn (W (1) + ...+ am ()W (1) = Z au W (f).
k=1

Om vi integrerar denna differentialekvation for W () fas formel (14).

Anmiérkning: Formel (14) visar att om W () # 0 i en punkt 7y sa ar W (¢) # 0 6verallt. Detta
visar att for ett godtyckligt fundamentalsystem wy, ..., w, sd dr matrisen

CD(Z‘): Wi ... W,
| |

inverterbar. (Detta inses naturligtvis ocksa av det faktum att rangen for &® &r n.)
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